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Introduction

� Domaine d'�etude : la programmation par preuves

dans une logique intuitionniste constructive.

� Construction de programmes en trois �etapes :

1. Donner une sp�eci�cation formelle A du probl�eme.

2. Construire une preuve t de cette sp�eci�cation.

3. Extraire un algorithme de cette preuve

(formulae-as-types).

) construire un

algorithme

� rechercher une preuve

en th�eorie des types

� Isomorphisme formulae-as-types de Curry-Howard :

t : A

terme type

preuve formule

programme sp�eci�cation
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� Plusieurs th�eories ont �et�e d�evelopp�ees, dont :

{ la Th�eorie des Types de Martin-L�of (MLTT )

{ le Calcul des Constructions (CC)

{ l'Arithm�etique Fonctionnelle du second ordre

(AF

2

) (Parigot, Krivine 88)

� Deux domaines d'�etude interd�ependents pour la

recherche de preuves :

{ �etude des liens entre preuves et programmes

(e�cacit�e des programmes obtenus)

) choix d'induction sur les types de donn�ees

{ automatisation :

� tactiques et plans de preuves

� preuves canoniques (ex: R-preuves)

� codage dans une autre logique
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Une th�eorie des types du second ordre : AF

2

Termes

� Si t et u sont des termes alors (t u) est un terme.

� Si x est une variable et t un terme alors �x:t est un

terme.

Types

� Si f est une fonction d'individu d'arit�e n (n � 0) et

si i

1

; � � � ; i

n

sont des individus, alors fi

1

� � � i

n

est un

individu.

� Si X est un pr�edicat d'arit�e n (n � 0) et si i

1

; � � � ; i

n

sont des individus, alors Xi

1

� � � i

n

est un type.

� Si A et B sont des types, alors A � B est un type.

� Si A est un type et si x est une variable d'individu,

alors 8x:A est un type.

� Si A est un type et si X est une variable de

pr�edicat, alors 8X:A est un type.

Jugements

t : A � t est un �el�ement du type A

� t est une preuve de la formule A
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R�egle de l'axiome (axiom) �; t : A ` t : A

R�egle d'abstraction (abs

i

)

�; x : A ` t : B

� ` �x:t : A � B

R�egle d'application (app

i

)

� ` t : A � B � ` u : A

� ` (t u) : B

R�egle de g�en�eralisation (gen

1

)

� ` t : A

� ` t : 8x:A

avec x non libre dans �

R�egle de sp�ecialisation (spe

1

)

� ` t : 8x:A

� ` t : [b=x]A

o�u b est un individu

R�egle de g�en�eralisation (gen

2

)

� ` t : A

� ` t : 8X:A

avec X non libre dans �

R�egle de sp�ecialisation (spe

2

)

� ` t : 8X:A

� ` t : [B=X ]A

o�u B est une formule

R�egle structurelle

� ` t : A

� ` t : A

o�u � est obtenu �a partir

de � par permutation, par

a�aiblissement ou par

contraction

R�egles d'inf�erence en d�eduction naturelle pour AF

2
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Programmer avec des preuves

1. Nous repr�esentons les types de donn�ees par des

formules.

Ex.: Nx � 8X:((8y:(Xy � X(s y))) � (X0 � Xx))

Remarque : Le choix de cette repr�esentation est

essentiel et a une in
uence sur l'algorithme obtenu.

2. Nous exprimons les sp�eci�cations du programme par

un ensemble d'�equations d�e�nissant s�emantiquement

la fonction que nous voulons calculer.

Ex.: plus(0; x) = x

plus(x; s(y)) = s(plus(x; y))

3. Le programme est obtenu en d�erivant la proposition

indiquant que la fonction a le type d�esir�e.

Ex.: 8x:(Nx � 8y:(Ny � Nplus(x; y)))
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Recherche de preuves

� Tactiques et plans de preuves

1. repr�esentation des r�egles d'inf�erence du syst�eme

par des tactiques

2. d�e�nition d'une m�eta-tactique �a l'aide

d'heuristiques

) classes de preuves consid�er�ees?

� Preuves canoniques

1. d�e�nition d'une classe de preuves

Ex.: les preuves uniformes, les R-preuves

2. d�eveloppement d'une proc�edure de recherche

adapt�ee

) approche automatique
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La logique intuitionniste d'ordre sup�erieur I

Termes = �-termes simplement typ�es

Types

� Si t

1

; � � � ; t

n

sont des termes et si p est un pr�edicat

d'arit�e n (n � 0), alors pt

1

; � � � ; t

n

est un type.

� Si A et B sont des types, alors A ^ B et A � B sont

des types.

� Si A est un type et si t est une variable de terme,

alors 8t:A est un type.

& %



' $

Les formules de Harrop h�er�editaires d'ordre

sup�erieur : hh

� Dans hh, la tête d'une formule atomique (ie p dans

pt

1

; � � � ; t

n

) doit être une constante alors que dans

I on peut avoir une variable.

� Syntaxe logique de hh :

D ::= A j A � G j 8x:D j D ^ D

G ::= A j G ^ G j G _ G j D � G j 8x:G j 9x:G

A ::= formules atomiques
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B;C;P ! A

B ^ C;P ! A

(^L)

P ! B P ! C

P ! B ^ C

(^R)

P ! B C;P ! A

B � C;P ! A

(� L)

B;P ! C

P ! B � C

(� R)

[t=x]B;P ! A

8

�

x:B;P ! A

(8L)?

P ! [c=x]B

P ! 8

�

x:B

(8R) ? ?

? t est un terme de type �

?? c est une constante de type � qui n'est

pas libre dans le s�equent du bas

R�egles d'inf�erence pour I

Preuve uniforme

Soit P un ensemble �ni de formules et soit B une

formule. Le s�equent P ! B a une preuve ssi il a une

preuve dans laquelle chaque s�equent contenant une

formule non-atomique comme succ�edent est la

conclusion d'une r�egle d'introduction �a droite.
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Une proc�edure de recherche

{ AND : Si G est G

1

^G

2

alors essayer de d�emontrer

que G

1

et G

2

se d�eduisent tous deux de P.

{ GENERIC : Si G est 8

�

x:G

0

alors choisir une

nouvelle constante c de type � et essayer de

d�emontrer que [c=x]G

0

se d�eduit de P .

{ AUGMENT : Si G est D � G

0

alors essayer de

d�emontrer que G

0

se d�eduit de P [ fDg .

{ BACKCHAIN : Si G est atomique et s'il existe

une paire hF ; Gi 2 jPj alors essayer de d�emontrer

que chacune des formules de F se d�eduit de P. La

preuve se termine si F est vide.

Remarques :

{ AUGMENT ajoute une clause au programme

{ GENERIC ajoute un symbole �a la signature
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Codage d'AF

2

dans I

Pour les objets

hhtii = �(t) = t

hhtuii = (app

o

hhtii hhuii)

hh�x:tii = (abs

o

�x:hhtii)

Pour les individus

hhiii = �(i) = i

Pour les types

hhAii = �(A) = A

hhP (i

1

; � � � ; i

n

)ii = (app

t

hhP (i

1

; � � � ; i

n�1

)ii hhi

n

ii)

hhA! Bii = (�f:(8x:([[x : A]] � [[fx : B]])))

hh8x:Aii = (�f:(8x:[[f : A]]))

hh8X:Aii = (�f:(8X:[[f : A]]))

Pour les jugements

[[t : A]] = (hhAii hhtii)

Codage des termes et des jugements d'AF

2

Remarque : On retrouve la s�emantique de Heyting.
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Exemple de codage

La formule en AF

2

suivante :

8X:((8y:(Xy � X(s y))) � (X0 � Xx))

sera cod�ee par la formule de I suivante :

�f(8X:(�g(8u:(

(�h(8y:(�i(8v:((app

t

X y) v

� (app

t

X (app

i

succ y)) (app

o

i v)))) h))) u)

�

(�j(8w:((app

t

X zero) w � (app

t

X x) (app

o

j w))))

(app

o

g u))))) f))))
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conv

o

(app

o

(abs

o

B) A) (B A)

conv

o

A C ^ conv

o

B D � conv

o

(app

o

A B) (app

o

C D)

conv

o

A A

conv

o

B A � conv

o

A B

conv

o

A C ^ conv

o

C B � conv

o

A B

Relations de convertibilit�e pour les objets d'AF

2

{ Pour prendre en compte la convertibilit�e dans les

buts et dans les hypoth�eses nous introduisons les

deux formules suivantes :

conv

t

A B ^ conv

o

M N ^B N � A M

conv

t

A B ^ conv

o

M N ^B N ^ (A M � G) � G

) Correction

Pour toute d�erivation d'AF

2

il existe une preuve

dans I.

La correction de ce codage a �et�e d�emontr�ee.

) Compl�etude

Toute preuve de I correspond �a une d�erivation

d'AF

2

.

Pour obtenir la compl�etude, il est n�ecessaire de

modi�er le codage.
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La proc�edure de recherche pour I

L'op�eration BACKCHAIN peut être d�ecrite comme

suit :

1. Choix d'une paire hF ; Ai telle que A soit atomique.

2. Remplacer les variables libres de A par des variables

logiques.

3. Uni�er A avec le but courant G.

4. Si cela r�eussit, appliquer la substitution r�esultante

aux formules de F et essayer de prouver chacune

d'entre elles.

Exemple :

Nous avons le programme logique suivant :

et U V : � U ; V :

ou U V : � U ; V :

Le but courant est : et vrai Z

1. On choisit la paire hfU; V g; et U V i

2. On remplace les variables libres par des variables

logiques ) et X Y

3. On uni�e avec le but courant )

8

>

<

>

:

X ! vrai

Y ! Z

4. On continue avec les deux sous-buts vrai et Z.

& %



' $

Probl�emes

1. Puisque la formule A de la paire choisie est

atomique, elle est de la forme p t

1

� � � t

n

.

� Dans hh, p est une constante ) le r�esultat de la

substitution est une formule atomique.

� Dans I, p peut être une variable ) si

l'uni�cation �echoue, nous devons quand même

tenir compte des substitutions qui transforment

A en une formule non-atomique.

Exemple :

Consid�erons une substitution qui transforme A en

B � A

0

o�u A

0

est atomique. Si A

0

s'uni�e avec G,

alors il faut d�emontrer chacune des formules de

F [ fBg, sinon il faut continuer le processus.

) Dans I nous avons un ind�eterminisme

suppl�ementaire dû au fait que nous devons deviner

la substitution pour A avant même d'utiliser

l'uni�cation.

2. Dans hh il y a une restriction sur les connecteurs �

) Le codage de Nx est correct pour I mais est

incorrect pour hh.
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Exemple de pb

.

.

.

� ` Xx � X(s x)

.

.

.

� ` Xx

Nx ; (8y:(Xy � X(s y))) ; X0 ` X(s x)

Nx ; (8y:(Xy � X(s y))) ` X0 � X(s x)

Nx ` (8y:(Xy � X(s y))) � (X0 � X(s x))

Nx ` 8X:((8y:(Xy � X(s y))) � (X0 � X(s x)))

& %



' $

Une solution

� Modi�er l'interpr�eteur pour obtenir une proc�edure

de recherche transitivement compl�ete, i.e.,

lorsque nous essayons de prouver � ` P : Q, il est

possible de d�emontrer une s�erie de lemmes

conduisant �eventuellement au r�esultat d�esir�e

Ex.: � ` P

1

: Q

1

�; P

1

: Q

1

` P

2

: Q

2

.

.

.

�; P

1

: Q

1

; � � � ; P

n

: Q

n

` P : Q o�u n � 0

� Application :

� ` u : A

�; u : A ` t : A � B

�; u : A; t : A � B ` (tu) : B

) C'est exactement le cas de la r�egle (app

i

)
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� D'o�u la modi�cation propos�ee :

1. Ne pas restreindre l'application de l'op�eration

BACKCHAIN aux formules atomiques

2. Toujours tenter d'appliquer BACKCHAIN avant

toute autre op�eration de recherche

3. Toujours utiliser l'uni�cation pout tenter

d'uni�er le but courant avec la sous-formule de

tête d'une hypoth�ese

� Conclusion :

Codage d'AF

2

dans I

) Mise en �uvre en �Prolog

) La proc�edure de recherche utilis�ee est celle de hh

� Solutions propos�ees :

{ �Prolog bas�e sur I et non plus sur hh

{ preuves canoniques en AF

2

+ proc�edure de

recherche tenant compte des probl�emes soulev�es
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Tactiques en �Prolog pour AF

2

� tactiques = fonction r�eduisant un but en une liste de

sous-buts

app i tac (Gamma --> (app i T U) :: B)

(andgoal (Gamma --> U :: A)

(Gamma --> T :: (imp A B)))

:- format "Terme sur lequel on

applique la regle : " [ ],

input A, nl.

� m�eta-tactique = proc�edure d�eterminant l'ordre dans

lequel seront appliqu�ees les tactiques

) On peut d�e�nir une proc�edure de recherche en

utilisant la notion de m�eta-tactique.

� Une proc�edure de recherche interactive a �et�e implan-

t�ee, i.e., elle demande �a chaque �etape quelle est la

tactique �a appliquer au but courant
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